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2 décembre 2022

Exercice 1. Soit A ∈ Mn(K) une matrice diagonalisable. Trouver P ∈ K[X]
non-nul tel que P (A) = 0.

Comme A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et des nombres λ1, . . . , λn ∈ K
tels que

P−1AP = Diag (λ1, . . . , λn) .

On pose Q(X) = πn
i=1(X − λi).

Alors, on a Q(Diag (λ1, . . . , λn)) = Diag (Q(λ1), . . . , Q(λn)) = 0.
On obtient ainsi :

Q(A) = Q(P Diag (λ1, . . . , λn)P
−1) = PQ(Diag (λ1, . . . , λn))P

−1 = 0,

ce qui conclut.

Note : On a montré que χA(A) = 0. On démontrera ce résultat pour toute matrice carrée

dans le cours (théorème de Cayley-Hamilton).

Exercice 2. Soient P,Q ∈ K[X] deux polynômes qui sont premiers entre eux.
Existe-t-il A ∈ Mn(K) telle que P (A) = Q(A) = 0 ?

D’après le théorème de Bézout, comme pgcd(P,Q) = 1, il existe R,S ∈ K[X] tels que
P (X).R(X) +Q(X).S(X) = 1.
Si on avait P (A) = Q(A) = 0, on aurait alors

In = (R.P + S.Q)(A) = R(A).P (A) + S(A).Q(A) = 0 + 0 + 0,

ce qui est impossible.

Une telle matrice A n’existe pas.

Exercice 3. Soient n ≥ 1 et λ ∈ K. On définit Jn(λ) =


λ 1 0 . . . 0

. . .
. . .

...

0
. . . 1

0 . . . 0 λ

.

Trouver un polynôme P ∈ K[X] non-nul tel que P (Jn(λ)) = 0.
• Soit Q ∈ K[X]. Exprimer Q(Jn(λ)) en fonction de N = Jn(λ)− λIn.

On pose N = Jn(λ)− λIn. N est une matrice avec des 1 juste au-dessus de la diagonale, et
0 ailleurs (ni,i+1 = 1, ni,j = 0 si j ̸= i+ 1).
Montrons que cette matrice est nilpotente, avec Nn = 0.
Soit (e1, . . . , en) la base canonique de Kn. On a alors N(e1) = 0, N(e2) = e1, . . .,
N(en) = en−1.
En posant x = en, on a donc Nk(x) = en−k pour 0 ≤ k ≤ n − 1, et
Nn(x) = NNn−1(x) = N(e1) = 0.
On en déduit donc que Nn(ei) = Nn(Nn−i(x)) = Nn−i.Nn(x) = 0.
Pour tout z ∈ Kn, z s’écrit z = z1e1 + . . .+ znen.
Cela donne : Nn(z) =

∑n
i=1 ziN

n(ei) = 0.
On a bien montré que Nn = 0, c’est-à-dire que (Jn(λ)− λIn)n = 0.
En posant P (X) = (X − λ)n, on obtient le résultat.

Note : Le polynôme P est exactement χJn(λ). On a montré dans ce cas particulier que
le polynôme caractéristique est un polynôme annulateur. Le cas général sera vu en cours.

• Soit m = deg(Q). En utilisant la formule de Taylon en λ, on a

Q(X) =

+∞∑
k=0

P (k)(λ)

k!
(X − λ)k,

donc

P (Jn(λ)) =

+∞∑
k=0

P (k)(λ)

k!
Nk.

Le calcul de la question précédente permet de déterminer les puissances de N , qui ont une
expression simple.
On en conclut que

P (Jn(λ)) =



P (λ) P ′(λ) P ′′(λ)
2!

· · · P (n−1)(λ)
(n−1)!

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . . P ′′(λ)

2!
. . . P ′(λ)

(0) P (λ)





Exercice 4. Soit σ ∈ Sn. Soit Aσ ∈ Mn(K) la matrice de permutation associée
à σ : Aσ = (δi,σ(j)).
On écrit σ = c1 · . . . cr la décomposition de σ en produit de cycles à support
disjoint.
Trouver deux polynômes P tels que P (Aσ) = 0.
Que peut-on dire sur le spectre de Aσ ?

On sait que Aσ .Aτ = Aστ (démonstration facile en utilisant les coefficients).
• Le groupe des permutations Sn est de cardinal n!.
D’après le théorème de Lagrange, on a donc σn! = Id. Ainsi, pour P (X) = Xn! − 1, on a
P (Aσ) = 0.
Note : Comme Mn(K) est de dimension n2, on sait qu’il existe des polynômes annulateurs
de A de degré inférieur à n2, donc ce polynôme P n’est pas optimal du tout.

• Notons ki la longueur du cycle ci. On sait alors que c
ki
i = Id. On pose k = ppcm(k1, . . . , kr).

Alors, on a σk = ck1
1 . . . ckr

r = Id, car les cycles ci sont à support disjoint.

Ainsi, pour Q(X) = Xk − 1, on a Q(A) = 0.
Note : Ce polynôme Q est bien de degré ≤ n2, car r ≤ n et car ki ≤ n. Par contre, il n’est
pas toujours optimal (au sens du plus petit polynôme annulateur). On montrera dans le
cours qu’une matrice de Mn(K) a un polynôme annulateur de degré ≤ n, et on n’a pas
toujours deg(Q) ≤ n (par exemple n = 5, r = 2, k1 = 2, k2 = 3).
• Soit λ ∈ Spec (Aσ). On a alors x ∈ Kn non-nul tel que Aσ(x) = λx.
On obtient ainsi que 0 = Q(A)(x) = Q(λ)x, d’où Q(λ) = 0.
Donc, le spectre de Aσ est inclus dans l’ensemble des racines k-èmes de l’unité (et donc
inclus dans l’ensemble des racines n!-èmes de l’unité).

Note : Avec un polynôme annulateur, on a des informations sur le spectre sans utiliser le

polynôme caractéristique.

Exercice 5. Soit A ∈ Mn(K). Soit P ∈ K[X] tel que P (A) = 0.
On suppose que P (0) ̸= 0. Montrer que A ∈ Gln(K) et calculer A−1.

On a P (X) = a0 + a1X + . . .+ amXm, avec a0 = P (0) ̸= 0.

La relation P (A) = 0 donne : amAm + . . .+ a1A+ a0In = 0

⇔ A(amAm−1 + . . .+ a1) = −a0In
⇔ A(−1

a0
(amAm−1 + . . .+ a1)) = In

La matrice B = −1
a0

(amAm−1 + . . .+ a1) est un polynôme en A, donc elle commute avec A.

On en déduit donc que AB = BA = In, donc A est inversible d’inverse A−1 = −1
a0

(amAm−1+

. . .+ a1).

Exercice 6. Soit E un K-e.v. de dimension n, et u ∈ L(E).

1. Montrer que l’on a u nilpotent si et seulement si pour tout x ∈ E il existe
k ≥ 1 tel que uk(x) = 0.

2. On suppose que χu(X) = Xn.
Montrer que u est nilpotent.

3. On suppose que χu(X) = Xn. Montrer que χu(u) = un = 0.

1. Soit k ≥ 0 tel que uk = 0. Alors, pour tout x ∈ E, on a uk(x) = 0.
Réciproquement, soit (e1, . . . , en) une base de E. Soient k1, . . . , kn ∈ N∗ tels que
uki (ei) = 0.
On pose k = max(k1, . . . , kn).
Alors, on a uk(ei) = 0, pour tout 1 ≤ i ≤ n.
Soit x ∈ E. On a x = x1e1 + . . .+ xnen. Ainsi, on a uk(x) =

∑n
i=1 xiu

k(ei) = 0.
Donc, on a uk = 0. L’endomorphisme u est bien nilpotent.

2. Soit x ∈ E. On va montrer qu’il existe k ≥ 1 tel que uk(x) = 0.
D’après les propriétés des sous-espaces cycliques, Su(x) est de dimension r + 1 et a
pour base (x, u(x), . . . , ur(x)).
Pour a0, . . . , ar ∈ K tels que ur+1(x) = −arur(x)− . . .− a1u(x)− a0x, on a alors :

χuSu(x)
= Xr+1 + arX

r + . . .+ a1X + a0.

Or, on sait aussi que χuSu(x)
divise χu. Comme on a χu(X) = Xn, on en déduit que

χuSu(x)
= Xr+1.

Ainsi, on a ur+1(x) = 0.
Donc, pour tout x ∈ E il existe k ≥ 1 tel que uk(x) = 0. Cela veut dire que u est
nilpotent.

3. D’après la question précédente, on sait que u est nilpotent.
Reprenons les idées des deux premières questions.
Réciproquement, soit (e1, . . . , en) une base de E.
Soit di la dimension du sous-espace cyclique Su(ei). Alors, on a udi (ei) = 0 d’après la
preuve de la question (2).
En prenant d = max(d1, . . . , dn), on a donc d’une part que ud = 0, et d’autre part que
d ≤ n car di ≤ n pour tout 1 ≤ i ≤ n.
On en déduit donc que χu(u) = un = ud.un−d = 0.

Note : On reverra ce résultat en cours (le théorème de Cayley-Hamilton).

Exercice 7. Soient A ∈ GLn(C), et B ∈ Mn(C) nilpotente d’indice p.

1. Montrer que In −B est inversible et exprimer son inverse.

2. Montrer que In +A−1BA est inversible et exprimer son inverse.



3. On pose
H = {In + P (B)/P ∈ C[X], P (0) = 0}

Montrer que H est un sous-groupe commutatif de (GLn(C),×)

1. Comme B et In commutent, la formule de somme géométrique donne :

In = In −Bp = (In −B)
(
In +B +B2 + · · ·+Bp−1

)
,

donc In −B est inversible d’inverse In +B +B2 + · · ·+Bp−1.

2. Posons N = −A−1BA. On a Np = (−1)pA−1BpA = On, donc N est aussi nilpotente
d’indice p.
On en déduit que In−N = In+A−1BA est inversible d’inverse I+N+N2+ · · ·+Np−1.

3. — Soit P ∈ C[X] tel que P (0) = 0. On a P (X) = a1X + a2X2 + . . .+ amXm. Ainsi,
P (B) = B(a1In + a2B + . . .+ amBm−1). Ainsi, on a

P (B)p = ap1B
p(a1In + a2B + . . .+ amBm−1)p = On.

Comme cette matrice est encore nilpotente, on peut reprendre le raisonnement
de la question précédente et affirmer que la matrice In + P (B) est inversible et
que son inverse est de la forme

I − P (B) + P (B)2 + · · ·+ (−1)p−1P (B)p−1.

Notons Q = −P + P 2 + · · · (−1)p−1P p−1.
On trouve que Q(0) = −P (0) + P (0)2 + · · · (−1)p−1P (0)p−1 = 0, donc

(In + P (B))−1 = In +Q(B) ∈ H.

On en déduit que H est inclus dans GLn(C) et que l’inverse d’un élément de H
est encore dans H.

— On vérifie facilement que H est non vide, et que (In + P (B))(In + R(B)) =
In + (P +R+ PR)(B), avec (P +R+ PR)(0) = 0. Ainsi, H est un sous-groupe
de (GLn(C),×) .

— Enfin, H est inclus dans K[B], donc tous les éléments de H commutent entre eux.

Exercice 8. Soit E un ev de dimension n et soit u ∈ L(E). Soit B = (v1, . . . , vn)
une base de E.
On pose Fi = Su(vi) et Pi(X) = µuFi

(X).
• Montrer que l’on a µu = ppcm(P1, . . . , Pn).
• Soit σ ∈ Sn. On pose Aσ la matrice de permutation associée à σ.
On écrit σ = c1 ◦ . . . ◦ cr la décomposition de σ en cycles à supports disjoints.
Déterminer µAσ .
Montrer que pour K = C, ce polynôme est à racines simples.

1. Soit P = ppcm(P1, . . . , Pn).
Par définition de Pi, on a Pi(u)(ei) = 0. Comme Pi divise P , on a aussi P (u)(ei) = 0.
Soit x ∈ E. On a x = x1e1 + . . .+ xnen.
Par linéarité de P (u), on a :

P (u)(x) = x1P (u)(e1) + . . .+ xnP (u)(en) = 0.

Ainsi, P est un polynôme annulateur de u, donc µu | P .
Réciproquement, comme Fi est un sous-espace stable par u, on a Pi = µuFi

qui divise
µu.
Ainsi, ppcm(P1, . . . , Pn) divise µu.
Comme ces deux polynômes sont unitaires, on en déduit que µu = P .

2. Pour 1 ≤ i ≤ r, on note li la longueur du cycle ci.
On écrit alors ci = (mi,1, . . . ,mi,li ).
On note Ji le support du cycle ci, c’est-à-dire Ji = {mi,1, . . . ,mi,li}.
On note m1, . . . ,ms les points fixes de la permutation σ, et on pose J0 = {m1, . . . ,ms}.
On a s = n− (l1 + . . .+ lr).
Soit 1 ≤ j ≤ n. On a 0 ≤ i ≤ n tel que j ∈ Ji.
• Si j ∈ J0, on a Aσ(ej) = ej , donc le sous-espace cyclique SAσ (ej) est V ect(ej), et le
polynôme minimal de l’endomorphisme induit est X − 1.
• Si i ̸= 0, on a Aσ(ej) = eci(j). Comme ci est un cycle de longueur li, le sous-espace
cyclique SAσ (ej) est V ect(ek, k ∈ Ji).
Ce sous-ev est de dimension li, et le polynôme minimal de l’endomorphisme induit sur
ce sous-espace est Xli − 1.
La première partie de l’exercice nous permet de trouver l’expression de µAσ :

µAσ (X) = ppcm(P1, . . . , Pn),

où Pj(X) = (X − 1) si j ∈ J0 et Pj(X) = Xli − 1 si j ∈ Ji, i ̸= 0.
Comme ppcm(P,Q,Q) = ppcm(P,Q), cette expression se simplifie.
Si σ possède un point fixe (J0 ̸= ∅) on a

µAσ (X) = ppcm(X − 1, Xl1 − 1, . . . , Xlr − 1).

Si σ ne possède pas de point fixe (J0 = ∅) on a

µAσ (X) = ppcm(Xl1 − 1, . . . , Xlr − 1) = ppcm(X − 1, Xl1 − 1, . . . , Xlr − 1).

En effet, le polynôme Xl1 − 1 est un multiple de X − 1. Donc, pour toute permutation
σ, on obtient :

µAσ (X) = ppcm(X − 1, Xl1 − 1, . . . , Xlr − 1).

Pour K = C, les polynômes Xk − 1 sont à racines simples (ils sont premiers avec leur
polynôme dérivé kXk−1). Or, le ppcm de deux polynômes à racines simples est un
polynôme à racines simples.
Donc, µAσ est un polynôme à racines simples.
Si l’on pose E = {z ∈ U tels que zk = 1 pour un k ∈ {1, l1, . . . , lr}}, on a aussi
µAσ (X) = Πz∈E(X − z).



Exercice 9. 1. Soit A ∈ Mn(K) diagonalisable. Déterminer µA.

2. Soit B =


1 0 . . . 0 1
1 1 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 0 . . . 1 1
1 0 . . . 0 1

.

La matrice B est-elle diagonalisable ?
Déterminer µB . (Indication : Poser C = B − I)

1. Soient λ1, . . . , λr les valeurs propres de A.
Comme A est diagonalisable, il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible
P telle que P−1AP = D.
La matrice D est de la forme D = Diag (λ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λr), où λi apparâıt µA(λi)
fois.
Alors, le polynôme minimal de D est µD(X) = Πr

i=1(X − λi).
Comme le polynôme minimal est un invariant de similitude, on a µA = µD =
Πλ∈Spec(A)(X − λ).

2. La matrice B est diagonalisable si et seulement si la matrice C = B−I est diagonalisable.
La matrice C est de rang 2, avec seulement deux colonnes non-nulles et non colinéaires.
Ainsi, on a χC(X) = Xn + aXn−1 + bXn−2.
On a Tr(C) = 0, donc a = 0.
On remarque que X = e1 − en est un vecteur propre de C, avec CX = en − e1 = −X.
Comme χC(X) = Xn−2(X2 + b), les valeurs propres non-nulles de C sont opposées.
Ces valeurs propres sont donc 1 et −1, d’où χC(X) = Xn−2(X − 1)(X + 1).
Si n = 2, on a χC(X) = (X − 1)(X + 1), donc C est diagonalisable (de valeurs propres
1 et −1) et B est diagonalisable.
Pour n > 2, les valeurs propres de C sont 0, 1,−1.
Pour chaque valeur propre (0, 1,−1), on a dim(Eλ(C)) = mC(λ), donc la matrice C
est diagonalisable.
Ainsi, en revenant à B = C + I, la matrice B est diagonalisable, de valeurs propres
0, 1, 2.
On obtient ainsi que µB(X) = X(X − 1)(X − 2).
Autre méthode : En calculant C2, C3, on remarque que C3 = C. Ainsi, X3 −X est
un polynôme annulateur de C. Le polynôme minimal de C, µC divise X3 −X, donc
le spectre de C est inclus dans {0, 1,−1}. On peut ensuite chercher la dimension des
sous-espaces propres (dim(E0(C) = n− 2 car C est de rang n− 2,...), pour trouver que
C est diagonalisable, et que B est diagonalisable.

Exercice 10. Soit A =

 3 7 −3
−2 −5 2
−4 −10 3

 ∈ M3(R).

Déterminer µA.

Montrer que pour toute suite récurrente (Xn)n ∈ (Rn)N qui vérifie Xn+1 =
AXn, la suite (Xn)n est bornée.

• Le calcul de χA donne χA(X) = X3−X2−X+1 = (X−1)(X−i)(X+i) = (X−1)(X2+1).

D’après le théorème de Hamilton-Cayley, on a µA | χA, donc µA est un diviseur de

(X − 1)(X − i)(X + i).

La matrice A est ainsi diagonalisable dans M3(C), elle est semblable à la matrice

Diag (1, i,−i). Le polynôme minimal de cette matrice diagonale est (X − 1)(X − i)(X + i).

Donc le polynôme minimal de A dans M3(C) est µA = χA.

Maintenant, comme R ⊂ C, tout polynôme réel annulateur de A est un polynôme complexe

annulateur de A. Vu que χA est à coefficients réels, on en déduit que (X − 1)(X2 + 1) est le

polynôme minimal de A dans M3(R).
• Comme les valeurs propres de A sont 1, i,−i et comme A est de taille 3x3, la matrice A

est diagonalisable dans M3(C), et donc A4 = I3.

La suite récurrente (Xn)n est donc périodique de période 4, peu importe le choix de X0.

Cette suite est donc bornée.

Exercice 11. Soient n ≥ 1 et λ ∈ K. On définit Jn(λ) =
λ 1 0 . . . 0

. . .
. . .

...

0
. . . 1

0 . . . 0 λ

.

Déterminer µJn(λ).

On a vu dans le TD 7 que la matrice Jn(λ) est annulée par (X − λ)n, ce que l’on retrouve

avec le théorème de Cayley-Hamilton.

Cela veut dire que pour N = Jn(λ)− λIn, la matrice N est nilpotente.

Or, on a N(en) = en−1, N(en−1) = en−2, . . ., N(e2) = e1 et N(e1) = 0.

On en déduit donc que pour 1 ≤ k ≤ n − 1, on a Nk(en) = en−k. En particulier, on a

Nn−1(en) = e1, donc Nn−1 ̸= 0.

Etant donné que Nn = 0 et Nn−1 ̸= 0, on en déduit que µN (X) = Xn.

Comme Jn(λ) = N + λIn, on obtient ainsi que µJn(λ) = (X − λ)n.

Exercice 12. Soit n ≥ 1 et u ∈ L(Rn[X]) avec u(P )(X) = P (X + 1).
• Déterminer µu. (On pourra étudier v = u− Id).



• On se place maintenant sur (Z/2Z)5[X], avec v(P (X)) = P (X + 1).
Déterminer µv.

1. Pour tout polynôme P , on a deg(u(P )) = deg(P ).
Cela implique que la matrice de u dans la base canonique de Rn[X] est triangulaire
supérieure.
De plus, comme u(Xk) = (X + 1)k =

∑n
k=0

(n
k

)
Xk, le coefficient dominant de u(P ) =

P (X + 1) est égal au coefficient dominane de P (X). Cette matrice a donc des 1 sur sa
diagonale.
Son polynôme caractéristique vaut (X − 1)n+1, et le théorème de Cayley-Hamilton
nous dit que µu(X) | (X − 1)n+1, c’est-à-dire (u− Id)n+1 = 0.
Cela veut dire que l’endomorphisme u− Id est nilpotent. On cherche à calculer son
indice de nilpotence.
Prenons P (X) = aXm.
Si P est constant, on a u(P ) = P donc u(P )− P = 0.
Sinon, on a m ≥ 1 et u(P )− P = P (X + 1)− P (X) = amXm−1 + ..., polynôme de
degré m− 1.
Ainsi, pour 1 ≤ k ≤ n, le polynôme (u−Id)k(Xn) est de degré n−k ≥ 0, et de coefficient
dominant n(n− 1) . . . (n− k + 1). Ce polynôme est non-nul, donc l’endomorphisme
(u− Id)k n’est pas l’endomorphisme nul.
Le plus petit entier k tel que (u− Id)k = 0 est donc k = n+ 1.
On a donc u− Id nilpotent d’indice n+ 1, donc µu(X) = (X − 1)n+1.

2. Dans le corps Z/2Z, on a 1 + 1 = 0.
Cela implique par exemple que X2 − (X + 1)2 = −2X−1 = −1, ce qui va changer le
résultat de certains calculs.
On trouve à nouveau que v a pour polynôme caractéristique (X − 1)n+1 = (X − 1)6 et
que donc (v − Id)6 = 0.
La matrice de u dans la base canonique (1, X, . . . , X5) est

M =


1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 .

On a donc 1−1 = 0, (X+1)−X = 1, (X+1)2−X2 = 1, (X+1)3−X3 = X2+X+1,
(X + 1)4 −X4 = 1, (X + 1)5 −X5 = X4 +X + 1.
Ainsi, on a (v − Id)(1) = 0, (v − Id)2(X) = (v − Id)2(X2) = (v − Id)2(X4) = 0,
(v − Id)2(X3) = 1 + 1 + 0 = 0, (v − Id)2(X5) = 1 + 1 + 0 = 0.
Donc, on a (v − Id)2 = 0 et (v − Id) ̸= 0.
On en déduit que µv(X) = (X − 1)2.

Autre méthode : En posant Q0(X) = 1, Q1(X) = X, Q2(X) = X(X − 1), Qk(X) =
X(X − 1) . . . (X − k + 1), pour k ≥ 1, la famille (Q0, . . . , Qn) est une base de Kn[X].

On remarque que l’on a Q1(X + 1)−Q1(X) = 1− 1 = 0, et pour k ≥ 1,

Qk(X+1)−Qk(X) = (X+1)X(X−1) . . . (X−k+2)−X(X+1) . . . (X−k+1) = X . . . (X−k+2)(X+1−(X−k+1)) = kX . . . (X−k+2) = kQk−1(X).

On a donc : (u− Id)(Q0) = 0 et (u− Id)(Qk) = kQk−1, pour tout k ≥ 1.
Pour K = R, on retrouve le fait que u− Id est nilpotent d’ordre n.
Maintenant, soit K un corps de caractéristique p (p un nombre premier, par exemple
Z/pZ). On remarque alors que (u− Id)Qk = k.Qk−1 est le polynôme nul si k est un
multiple de p, et que kQk−1 n’est pas nul sinon (polynôme de degré k− 1, de coefficient
dominant k).
En prenant p = 2 et n = 5, cela permet d’obtenir facilement le polynôme minimal de
u− Id. On remarque que pour tout polynôme Qk on a (u− Id)2(Qk) = 0. De plus,
(u− Id)(Q3) = 3Q2 ̸= 0. Donc, on a µu−Id(X) = X2, donc µu = (X − 1)2.

Exercice 13. 1. Soit M = Diag (A1, . . . , Ar) une matrice diagonale par blocs,
avec Ai ∈ Mni

(K).
Déterminer µM (X).

2. Soit M =

(
A C
0 B

)
avec A ∈ Mn1

(K) et B ∈ Mn2
(K).

Montrer que l’on a ppcm(µA, µB) | µM et µM | χAχB .
Puis, montrer que l’on a µM | µAµB .

3. Soit M =

A1 (∗)
...

(0) Ar

 une matrice triangulaire supérieure par blocs,

avec Ai ∈ Mni
(K).

Montrer que l’on a µM | Πr
i=1µAi

.
Ces deux polynômes sont-ils toujours égaux / toujours distincts ?

1. Pour P ∈ K[X] on a P (M) = Diag (()P (A1), . . . , P (Ar)). Ainsi, si P (M) = 0 on a
P (A1) = 0,. . .,P (Ar) = 0.
Donc, pour tout i, on a µAi

| µM . Cela implique que ppcm(µA1 , . . . , µAr ) | µM .
Réciproquement, montrons que ppcm(µA1

, . . . , µAr ) est un polynôme annulateur de
M .
Le polynôme P = ppcm(µA1

, . . . , µAr ) est un multiple de µA1
, . . . , µAr . On a donc

P (Ai) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ r. Cela donne donc P (M) = 0.
Comme P est un polynôme annulateur de M , on a µM | P .
D’où, µM = ppcm(µA1 , . . . , µAr ).

2. D’après le théorème de Hamilton-Cayley, on a µM | χM . Pour une matrice triangulaire
par blocs, on a χM = χAχB . Donc µM | χAχB .

Pour P un polynôme, on a P (M) =

(
P (A) ∗
0 P (B)

)
, donc un polynôme annulateur



de M est un polynôme annulateur de A et de B.
On obtient à nouveau que µA | µM et µB | µM , c’est-à-dire ppcm(µA, µB) | µM .
Posons maintenant P = µAµB .

La matrice P (M) est de la forme P (M) =

(
0 (∗)
0 0

)
. Il faut montrer que ce bloc (∗)

est nul.
Les matrices µA(M) et µB(M) sont triangulaires supérieures par blocs, de la forme :

µA(M) =

(
0 A1

0 µA(B)

)
et µB(M) =

(
µB(A) B1

0 0

)
.

On obtient donc :

P (M) = (µAµB)(M) = µA(M)µB(M) =

(
0.µB(A) +A1.0 0.B1 +A1.0

0.µB(A) + µA(B).0 0.B1 + µA(B).0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Ainsi on P (M) = 0, ce qui implique que µM divse µAµB .

3. On démontre par récurrence sur r ≥ 2 le résultat.
Pour r = 2, nous venons de le démontrer.
Soit r ≥ 2. On suppose que le résultat est vrai pour r.

Soit M =

A1 (∗)
...

(0) Ar+1

 une matrice triangulaire par blocs, avec r + 1 blocs

diagonaux.

Alors, on a M =

(
A′ (∗)
0 Ar+1

)
, où A′ est une matrice carrée de taille n1 + . . .+ nr.

D’après la question précédente, on a µM | µA′µAr+1
.

D’après l’hypothèse de récurrence, on a µA′ | µA1
. . . µAr .

On obtient ainsi µM | Πr+1
i=1µAi

, ce qui termine la récurrence.
• Pour M = Diag (A1, . . . , Ar) une matrice diagonale, on a µM = ppcm(µA1

, . . . , µAr ).
Si les polynômes minimaux µAi

ne sont pas premiers entre eux deux à deux, ce ppcm
est différent de Πr

i=1µAi
.

Pour M une matrice triangulaire avec une rangée de 1 au-dessus de la diagonale et 0
partout ailleurs (M(e1) = 0, M(ei) = ei−1), la matrice M est triangulaire supérieure.
Les matrices Ai = (0) sont des blocs diagonaux de M , avec µAi

(X) = X.
La matrice M est nilpotente, et son polynôme minimal est µM (X) = Xn = Πr

i=1µAi
.

Dans cette relation de divisibilité on peut donc avoir l’égalité, mais pas toujours.

Exercice 14. Soit E un K-ev de dimension n, et soit u ∈ L(E). On suppose
qu’il existe x ∈ E tel que (x, u(x), . . . , un−1(x)) soit une base de E.
Soit v ∈ L(E) qui commute avec u. Montrer que v est un polynôme en u.
Déterminer la dimension de Com(u) = {w ∈ L(E) tels que wu = uw}.

• On va montrer que comme v commute avec u (uv = vu), l’endomorphisme v est
entièrement déterminé par le choix du vecteur v(x).
Pour cela, on écrit v(x) = a0x + a1u(x) + . . . + an−1un−1(x) la décomposition

de v(x) dans la base (x, u(x), . . . , un−1(x)). On va montrer que v = P (u) avec
P (X) = a0 + a1X + . . .+ an−1Xn−1.
On a v(x) = P (u)(x).
Comme u et v commutent, on a v(u(x)) = u(v(x)). Donc v(u(x)) = u(P (u))(x) = P (u)(u(x)).
Comme u et v commutent, v commute avec les puissances de u. On a ainsi
v(uk(x)) = uk(v(x)) = uk(P (u)(x)) = P (u)(uk(x)).
Ainsi, les endomorphismes v et P (u) sont égaux sur une base de E. On obtient donc que
v = P (u). v est un polynôme en u, et cet endomorphisme est entièrement déterminé par
l’image du vecteur x.
• On en déduit que l’ensemble Com(u) est égal à K[u].
On a E = Su(x). Ainsi, la matrice de u dans la base B = (x, u(x), . . . , un−1(x)) est une
matrice compagnon de taille nxn.
On a vu en cours qu’une matrice compagnon CQ a pour polynôme caractéristique Q, et
pour polynôme minimal Q. Le polynôme minimal de u est donc égal à son polynôme
caractéristique, et est de degré n.
On en déduit que K[u] = V ect(Id, u, . . . , un−1), et que la famille (Id, u, . . . , un−1) est une
base de ce sous-ev.
Le commutant de u est donc de dimension n.

Autre méthode : Pour tout polynôme P ∈ Kn−1[X] on peut associer l’endomorphisme

P (u) ∈ K[u]. Comme la famille (x, u(x), . . . , un−1(x)) est une base de E, l’application linéaire

P 7→ P (u)(x) ∈ E est injective.

Donc, l’application P 7→ P (u) est injective. Ainsi, K[u] contient un sous-ev de dimension n.

Or, d’après le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme minimal de u est de degré au plus

n. Ainsi, le sous-ev K[u] est de dimension au plus n.

Donc K[u] est de dimension n, et Com(u) = K[u] = Kn−1[u] = V ect(Id, u, . . . , un−1).

Exercice 15. Soit E un e.v. de dimension n. Soit u ∈ L(E).

1. Enoncer 3 propriétés du polynôme caractéristique.

2. Enoncer 3 propriétés du polynôme minimal.

3. Enoncer 2 propriétés des sous-espaces propres.

4. Enoncer le théorème de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux. Pour
quels polynômes P le lemme des noyaux est-il intéressant ?

5. Soient λ ∈ K et m ≥ 1 tels que F = Ker((u − λIdE)
m) ̸= {0}. Que

peut-on dire sur uF ?

1. On a χu(X) unitaire, de degré n, avec χu(0) = (−1)n det(u). On a aussi
Spec (u) = { racines de χu} et χu(u) = 0.



2. On a µu unitaire, avec 1 ≤ deg(µu) ≤ n, µu | χu, et P (u) = 0 si et seulement si µu | P .

3. Pour Eλ(u) un sous-espace propre de u qui n’est pas réduit à {0}, on a 1 ≤ dim(Eλ(u) ≤
µu(λ).
Les sous-espaces propres associés à des valeurs propres différentes sont deux à deux en
somme directe.
En notant F = Eλ(u), on a uF = λIdF . Donc, χuF (X) = (X − λ)dim(F ).
On détermine Eλ(u) en résolvant l’équation u(x) = λx. On peut aussi déterminer la
dimension du sous-espace propre avec des informations sur χu.

4. Théorème de Cayley-Hamilton : χu(u) = 0.
Lemme des noyaux : Pour P1, . . . , Pr des polynômes premiers entre eux deux à deux,
on a Ker(P1 . . . Pr(u)) = ⊕r

i=1Ker(Pi(u)).
De plus, la projection pi ∈ L(Ker(P1 . . . , Pr(u))) sur Ker(Pi(u)) parallèlement à
⊕j ̸=iKer(Pj(u)) est un polynôme en uKer(P1...,Pr(u)).
Si P = P1 . . . Pr est un polynôme annulateur de u, on a alors :

E = Ker(0) = Ker(P (u)) = ⊕r
i=1Ker(Pi(u)).

Cela donne une décomposition en somme directe de E, et chaque sous-ev Ker(Pi(u))
est stable par u.
Pour B une base adaptée à cette décomposition en somme directe, la matrice MatB(u)
est diagonale par blocs (blocs de taille deg(Pi)).

5. Le sous-ev F est stable par u. Sur ce sous-ev, l’endomorphisme induit (u− λIdE)F =
uF − λIdF est nilpotent. L’ordre r′ de nilpotence de uF − λIdF vérifie r′ ≤ m.

On a ainsi µuF (X) = (X − λ)r
′
et χuF (X) = (X − λ)dim(F ).

Exercice 16. Soit E un K-ev de dimension n, et u ∈ L(E).
• On suppose que µu n’est pas scindé ou n’est pas à racines simples.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
Donner un exemple. • On suppose que µu est scindé.
Pour Spec(u) = {λ1, . . . , λr}, on pose Fi = Ker((u− λiIdE)

n).
On note ri la multiplicité de (X − λi) dans µu. Donner une expression de Fi

avec ri.
Quel est le polynôme minimal de uFi

?
• On suppose que µu est scindé à racines simples.
Que vaut µu ? L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
• On suppose que χu est scindé à racines simples.
Que vaut µu ?

1. Si u est diagonalisable, avec Spec(u) = {λ1, . . . , λr}, on sait que µu(X) = Πr
i=1(X−λi).

Donc, µu est scindé à racines simples.

Ainsi, si µu n’est pas scindé ou pas à racines simples, u n’est pas diagonalisable.

Un exemple de tel endomorphisme est X 7→ AX avec A =

1 0 0
0 2 1
0 0 2

.

2. On sait que ri ≤ deg(µu) ≤ deg(χu) = n.
Ainsi, d’après le cours, on a Fi = Ker((u− λiId)

n) = Ker((u− λiId)
ri ).

Sur Fi, on a (uFi
− λiIdFi

)ri = 0.
Ainsi, uFi

− λiId est nilpotent. D’après le cours, on sait que son indice est exactement
ri.
Ainsi, le polynôme minimal de uFi

est µuFi
(X) = (X − λi)

ri .

3. Les racines de µu sont les valeurs propres de u. Pour Spec(u) = {λ1, . . . , λr}, comme
µu est scindé à racines simples, on a ainsi µu(X) = Πr

i=1(X − λi).
En utilisant le lemme des noyaux pour χu, on obtient :

E = Ker(χu(u)) = ⊕r
i=1Ker(u− λiIdE).

L’espace E est une somme directe des sous-espaces propres de u, donc u est diagonali-
sable.

4. Les polynômes χu et µu ont les mêmes racines. Pour Spec(u) = {λ1, . . . , λr}, on a
Πr

i=1(X − λi) | µu.
Comme χu est scindé à racines simples, on a ainsi r = n et χu(X) = Πn

i=1(X − λi).
Cela donne µu | χu et χu | µu, donc µu = χu.
Donc, u est diagonalisable.

Exercice 17. Soit E un ev de dimension m. Soient d, s ∈ L(E). On suppose
que s est nilpotent.

1. On prend d = λIdE . Montrer que l’on a ds = sd, puis que χd = χd+s. (On
pourra se servir de χs(X))

2. On suppose ds = sd. Pour Spec(d) = {λ1, . . . , λr}, on pose Fi = Ker(d−
λiIdE). Quelles sont les valeurs de χdFi

et χdFi
+sFi

?

3. On suppose d diagonalisable et ds = sd. Montrer que l’on a χd = χd+s.

4. Est-ce encore vrai si ds ̸= sd ? (Si oui, le montrer. Si non, trouver un
contre-exemple.)

1. On a ds = λs = sd. Les deux endomorphismes commutent.
Comme s est nilpotent, d’après le cours on sait que χs(X) = Xn.
C’est-à-dire, on a :

det(XIdE − s) = Xn

Donc
det(XIdE − (d+ s)) = det((X − λ)IdE − s) = (X − λ)n

Ainsi, on a χd+s(X) = (X − λ)n = χd(X).



2. Pour λ1, . . . , λr les valeurs propres de d, on pose Fi = Ker(d− λiIdE).
Chaque sous-ev Fi est stable par d. Comme s commute avec d, chaque noyau Ker(d−
λiIdE) est stable par s.
Donc, les endomorphismes induits dFi

et sFi
sont bien définis. Sur le sous-espace Fi,

on a dFi
= λiIdFi

.
De plus, comme s est nilpotent, sFi

est nilpotent.
Avec la question 1), on a donc

χdFi
(X) = (X − λ)dim(Fi) = χdFi

+sFi
(X).

3. Maintenant, d est diagonalisable. Par théorème sur la diagonalisabilité, on a E =
⊕r

i=1Fi.
Avec les résultats de cours sur le polynôme caractéristique et les endomorphismes
induits, on a

χd(X) = Πr
i=1χdFi

(X) et χd+s(X) = Πr
i=1χdFi

+sFi
(X).

On en déduit donc avec la question 2) que χd(X) = χd+s(X).

4. Le résultat est faux si d et s ne commutent pas (quand s ne laisse pas stables les
sous-espaces propres de d). Voici un contre-exemple :(

1 0
0 2

)
+

(
−1 −1
1 1

)
=

(
0 −1
1 3

)
La première matrice est diagonalisable, de valeurs propres 1 et 2 et de polynôme
caractéristique X2 − 3X + 3. La deuxième matrice est nilpotente. La somme de ces
deux matrices a pour polynôme caractéristique X2 − 3X + 1.
Le polynôme caractéirstique et les valeurs propres de d+ s sont ainsi différents de ceux
de d.

Exercice 18. Soit E un ev de dimension n. Soit u ∈ L(E).

1. On suppose qu’il existe x ∈ E tel que Su(x) = E. Que peut-on dire sur
µu ?

2. On suppose que u est diagonalisable avec n valeurs propres distinctes
λ1, . . . , λn.
Montrer qu’il existe x ∈ E tel que E = Su(x).

1. On a montré en cours que pour tout x ∈ E, x ̸= 0, en posant F = Su(x), on a
µuF (X) = χuF (X) = P (X), pour P un polynôme de degré dim(F ).
Ainsi, si E = Su(x) pour un certain x ∈ E, on a µu = µuE = χuE = χu. Le polynôme
minimal de u est de degré n.

2. Dans ce cas, on a χu(X) = (X − λ1) . . . (X − λn) et µu(X) = (X − λ1) . . . (X − λn).
Comme chaque sous-espace propre Ei = Ker(u− λiId) est de dimension au moins 1 et
comme on a E = ⊕n

i=1Ei (d’après le lemme des noyaux et d’après le théorème sur la
diagonalisation), tous les sous-espaces propres de u sont donc de dimension 1.
Soient e1, . . . , en des vecteurs propres de u pour les valeurs propres λ1, . . . , λn. Alors,
d’après le cours, la famille (e1, . . . , en) est une base de E.
On pose x = e1 + . . .+ en. Montrons qu’on a Su(x) = E.
Il faut donc montrer que la famille (x, u(x), . . . , un−1(x)) est libre (et donc une base
de E).
Trouver des coefficients a0, . . . , an−1 tels que a0x+ a1u(x) + . . .+ an−1un−1(x) = 0
est équivalent à trouver un polynôme P (X) = a0 + . . .+ an−1Xn−1 de degré au plus
n− 1 tel que P (u)(x) = 0.
Comme les vecteurs ei sont des vecteurs propres de u, on a :

P (u)(x) = P (u)(e1+ . . .+en) = P (u)(e1)+ . . .+P (u)(en) = P (λ1)e1+ . . .+P (λn)en.

Comme la famille (e1, . . . , en) est une base de E, on a P (u)(x) = 0 si et seulement si
P (λi) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n.
Or, on a P (λi) = 0 pour tout i si et seulement si (X − λi) | P pour tout i, si et
seulement si µu = (X − λ1) . . . (X − λn) | P .
Comme on cherche P avec deg(P ) ≤ n− 1 < deg(µu), le seul polynôme P possible est
P (X) = 0.
Donc, la famille (x, u(x), . . . , un−1(x)) est libre.

Autre méthode : On a u(x) = λ1e1 + . . .+ λnen.
Ainsi, pour tout k ≥ 0, on a uk(x) = λk

1e1 + . . .+ λk
nen.

Soient a0, . . . , an−1 ∈ K.
Posons y = a0x+ a1u(x) + . . .+ an−1un−1(x).
Les coordonnées du vecteur y dans la base B sont ainsi :

(

n−1∑
i=0

aiλ
i
1, . . . ,

n−1∑
i=0

aiλ
i
n)

On reconnâıt les coefficients d’une matrice de Vandermonde :
Posons M = V (λ1, . . . , λn) la matrice de Vandermonde associée aux nombres
λ1, . . . , λn.
Alors, pour X = t(a0, . . . , an−1), on a :

MX = t(

n−1∑
i=0

aiλ
i
1, . . . ,

n−1∑
i=0

aiλ
i
n).

Comme les nombres λi sont tous distincts, la matrice de Vandermonde M est inversible.
Donc, on a y = 0 si et seulement si MX = 0, si et seulement si X = 0, si et seulement
si a0 = . . . = an−1 = 0.
Cela démontre que la famille (x, u(x), . . . , un−1(x)) est libre.

Exercice 19. Soit E un ev de dimension n. Soit P ∈ K[X]. Soit g ∈ L(E) un
endomorphisme nilpotent.



1. Déterminer χP (g).

2. Soit λ ∈ K. Montrer que χP (λIdE+g) = (X − P (λ))n.

3. Soit u ∈ L(E) tel que χu est scindé. On pose Spec(u) = {λ1, . . . , λr}.
Déterminer χP (u). (On pourra utiliser Fi = Ker((u− λiIdE)

mu(λi)).)

1. Comme g est nilpotent, d’après le cours on a χg(X) = Xn.
Soit P (X) = a0 + a1X + . . .+ amXm.
On a P (g) = a0IdE + a1g + . . .+ amgm.
Or, on a a1g + . . . + amgm = g(a1 + . . . + amgm−1). Comme g est nilpotent, cet
endomorphisme est lui aussi nilpotent.
Ainsi, l’endomorphisme P (g)− a0IdE est nilpotent.
Donc, le polynôme caractéristique de P (g)− a0IdE est Xn :

det(XIdE − (P (g)− a0IdE)) = Xn.

On obtient donc :

det(XIdE − P (g)) = det((X − a0)IdE − (P (g)− a0IdE)) = (X − a0)
n.

Comme a0 = P (0), on a aussi : χP (g)(X) = (X − P (0))n.

2. On veut utiliser le résultat de la question 1.
Dans la base (1, (X − λ), (X − λ)2, . . .) de K[X], le polynôme P s’écrit :

P (X) = b0 + b1(X − λ) + . . .+ bm(X − λ)m.

On a alors : P (λIdE + g) = b0IdE + b1g + . . .+ bmgm.
D’après les calculs de la question 1), on voit alors que P (λIdE + g) − b0IdE =
g(b1 + . . .+ bmgm−1) est un endomorphisme nilpotent.
Donc, on a χP (λIdE+g)−b0IdE

(X) = Xn d’après le cours.
Donc, on a

χP (λIdE+g)(X) = (X − b0)
n.

De plus, on remarque que b0 = P (λ), ce qui s’écrit : χP (g) = (X − P (λ))n.

3. On a χu(X) = Πr
i=1(X − λi)

mu(λi).

On pose Fi = Ker((u− λiIdE)mu(λi)).
D’après le lemme des noyaux, on a

E = Ker(0) = Ker(χu(u)) = ⊕r
i=1Fi.

Les sous-espaces Fi sont stables par u, donc ils sont stables par P (u).
D’après le cours, on a ainsi :

χP (u) = Πr
i=1χP (uFi

).

On va déterminer chaque χP (uFi
).

Soit 1 ≤ i ≤ r. Comme on a Fi = Ker((u − λiIdE)mu(λi)), l’endomorphisme gi =

uFi
− λiIdFi

(endomorphisme sur Fi) est donc nilpotent.

En effet, pour tout x ∈ Fi, on a g
mu(λi)
i (x) = (u− λiIdE)mu(λi)(x) = 0.

On en déduit que uFi
est de la forme : uFi

= λiIdFi
+ gi, avec gi nilpotent.

D’après la question 2), le polynôme caractéristique de P (uFi
) est donc :

χP (uFi
)(X) = (X − P (λi))

dim(Fi).

On conclut donc que

χP (u)(X) = Πr
i=1(X − P (λi))

dim(Fi).

En prenant P (X) = X, on doit avoir χP (u) = χu.
On en déduit donc que dim(Fi) = mu(λi).
Le résultat s’écrit ainsi :

χP (u)(X) = Πr
i=1(X − P (λi))

mu(λi).

Exercice 20. Soit E un R-ev de dimension n. Soit f ∈ L(E) tel que Spec(f) =
{λ1, . . . , λn}.
1. Donner la valeur de µf . Appliquer le lemme des noyaux à µf et f .

2. On suppose qu’il existe g ∈ L(E) tel que g2 = f . Montrer que f et g
commutent.

3. En déduire que les vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres
de g.

4. Combien y a-t-il alors d’endomorphismes h ∈ L(E) tels que h2 = f ?

1. f possède n valeurs propres, donc µf est de degré au moins n. Comme on a aussi
µf | χf , avec deg(χf ) = n, on en déduit que µf (X) = χf (X) = Πn

i=1(X − λi).
On a ainsi E = ⊕n

i=1Ker(f − λiIdE) d’après le lemme des noyaux.

2. On a fg = g3 = gf . f et g commutent car f est un polynôme en g.

3. Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g. Or, ces
sous-espaces propres sont tous de dimension 1. Ainsi, pour x ∈ E un vecteur propre de
f non-nul, on a g(x) ∈ V ect(x). Cela veut dire que g(x) = λx pour un certain λ ∈ R, et
donc que x est un vecteur propre de g.

4. L’endomorphisme f est diagonalisable. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E formée de
vecteurs propres de f . On a alors MatB(f) = Diag(λ1, . . . , λn).
D’après la question 2, on a g(ei) = γiei. Donc, MatB(g) = Diag(γ1, . . . , γn).
Vu que g2 = f , cela implique que l’on a γ2

i = λi, ∀1 ≤ i ≤ n.
Vu que g existe, cela veut dire que les valeurs propres de f sont des carrés.
Comme E est un R-espace vectoriel, cela veut dire que λi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n.
• Si λi > 0, on a 2 choix possibles pour γi.



• Si on a j tel que λj = 0, on a alors forcément γj = 0.
Ainsi, si tous les λi sont non-nuls, il existe 2n endomorphismes h tels que h2 = f . Pour
un tel h, on a MatB(h) = Diag(±

√
λ1, . . . ,±

√
λn).

Sinon, il existe j tel que λj = 0. Il existe alors 2n−1 endomorphismes h tels que h2 = f .
(2 choix possibles pour les n− 1 autres valeurs propres)

Exercice 21. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L(E) tel
que les espaces Ker(u ◦ (u− Id)) et Ker(u ◦ (u+ Id)) soient supplémentaires.
Montrer que u est une symétrie vectorielle.

On pose F = Ker(u2 − u) et G = Ker(u2 + u).
L’endomorphisme induit uF est annulé par X2 −X = X(X − 1), et l’endomorphisme induit
uG est annulé par X2 +X = X(X + 1).
Donc, sur E = F +G), u est annulé par X(X − 1)(X + 1). On a u(u2 − IdE) = 0.
Pour montrer que u est une symétrie, il faut montrer que u2 − IdE = 0.
D’après le Lemme des noyaux, on a :
F = Ker(u)⊕Ker(u−IdE) et G = Ker(u)⊕Ker(u+IdE). Comme F⊕G, on a F ∩G = {0}.
Cela implique que Ker(u) = {0}. En utilisant à nouveau le Lemme des noyaux, on obtient :

E = Ker(u(u2−IdE)) = Ker(u)⊕Ker(u−IdE)⊕Ker(u+IdE) = Ker(u−IdE)⊕Ker(u+IdE) = Ker(u2−IdE),

et donc u2 − IdE = 0.

Autre méthode : Comme Ker(u) = {0}, on sait alors que u est inversible. Donc, u(u2 −
IdE) = 0 implique que u2 − IdE = 0.

Exercice 22. 1. Soit u ∈ L(E). Soit E = F1 ⊕ . . .⊕ Fr une décomposition en
somme directe de E, avec Fi des sous-espaces stables par u.
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si les endomorphismes
induits uFi

sont diagonalisables.

2. Soit A ∈ Mn(C). On suppose que A2 est diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A2).
(On pourra utiliser la première question)

3. Trouver un contre-exemple dans Mn(R).
4. Soit k ≥ 2. Montrer que Ker(Ak) = Ker(A) si et seulement si Ker(A) =

Ker(A2).

5. On suppose maintenant qu’il existe k ≥ 2 tel que Ak est diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A2).

1. Si u est diagonalisable, alors tous les endomorphismes induits uFi
le sont d’après le

cours.
Réciproquement, si les uFi

sont diagonalisables, alors il existe des bases Bi de Fi

formées de vecteurs propres pour les endomorphismes induits uFi
.

Ces vecteurs propres sont aussi des vecteurs propres de u.
Comme E = F1 ⊕ . . .⊕ Fr, la famille B = ∪iBi est une base de E, et cette base est
formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.

2. Comme A2 est diagonalisable, alors pour Spec(A2) = {λ1, . . . , λr}, et Fi = Ker(A2 −
λiIn), on a Cn = ⊕r

i=1Fi.
Les sous-espaces Fi sont de la forme Ker(P (A)), donc ils sont stables par A. D’après
la question 1), la matrice A est diagonalisable si et seulement si sa restriction à chaque
sous-espace Fi est diagonalisable.
On pose u : X 7→ AX l’endomorphisme associé à A. Sur le sous-espace Fi, un polynôme
annulateur de l’endomorphisme induit uFi

est X2 − λi.
• Si λi ̸= 0, alors ce polynôme est scindé à racines simples. Donc uFi

est annulé par un
polynôme scindé à racines simples, donc il est diagonalisable.
• si tous les λi sont non-nuls, on a alors Ker(A2) = Ker(A) = {0}, et A est bien
diagonalisable.
• S’il existe j tel que λj = 0, on a X2 − λj = X2. Donc le polynôme X2 annule uFj

.
La matrice A est donc diagonalisable si et seulement si uFj

est diagonalisable.
L’endomorphisme uFj

est diagonalisable ssi son polynôme minimal est scindé à racines
simples. Dans ce cas, uFj

est diagonalisable ssi son polynôme minimal est X. C’est-à-

dire, si et seulement si uFj
= 0. C’est-à-dire si et seulement si Fj = Ker(A2) ⊂ Ker(A).

Or, comme on a toujours Ker(A) ⊂ Ker(A2), on en déduit que A est diagonalisable si
et seulement si Ker(A) = Ker(A2).

3. La matrice A =

(
0 −1
1 0

)
n’est pas diagonalisable dans M2(R) car son polynôme

caractéristique est X2 + 1, mais on a A2 = −I2, qui est diagonalisable.
Dans R il existe des polynômes de degré 2 qui n’ont pas de racines.

4. Si Ker(A) = Ker(A2), d’après les propriétés sur l’indice d’un endomorphisme, on sait
que Ker(Ak) = Ker(A) pour tout k ≥ 2.
Réciproquement, supposons que Ker(Ak) = Ker(A) pour un k ≥ 2. Comme on a
Ker(A) ⊂ Ker(A2) ⊂ Ker(Ak), on en déduit que Ker(A) = Ker(A2).

5. On refait le même raisonnement qu’à la question 2).
Comme Ak est diagonalisable, alors pour Spec(Ak) = {λ1, . . . , λr}, et Fi = Ker(Ak −
λiIn), on a Cn = ⊕r

i=1Fi.
Les sous-espaces Fi sont de la forme Ker(P (A)), donc ils sont stables par A. D’après
la question 1), la matrice A est diagonalisable si et seulement si sa restriction à chaque
sous-espace Fi est diagonalisable.
On pose u : X 7→ AX l’endomorphisme associé à A. Sur le sous-espace Fi, un polynôme
annulateur de l’endomorphisme induit uFi

est Xk − λi.
• Si λi ̸= 0, alors ce polynôme est scindé à racines simples. Donc uFi

est annulé par un
polynôme scindé à racines simples, donc il est diagonalisable.
• si tous les λi sont non-nuls, 0 n’est pas une valeur propre pour Ak et pour A. On a
alors Ker(A2) = Ker(A) = {0}, et A est bien diagonalisable.



• S’il existe j tel que λj = 0, on a Xkλj = Xk. Donc le polynôme Xk annule uFj
.

La matrice A est donc diagonalisable si et seulement si uFj
est diagonalisable.

L’endomorphisme uFj
est diagonalisable ssi son polynôme minimal est scindé à racines

simples. Dans ce cas, uFj
est diagonalisable ssi son polynôme minimal est X. C’est-à-

dire, si et seulement si uFj
= 0. C’est-à-dire si et seulement si Fj = Ker(Ak) ⊂ Ker(A).

Or, comme on a toujours Ker(A) ⊂ Ker(Ak), on en déduit que A est diagonalisable si
et seulement si Ker(A) = Ker(Ak), ssi Ker(A) = Ker(A2).

Exercice 23. Soit E un ev de dimension n. Soit u ∈ L(E). Pour Spec(u) =
{λ1, . . . , λr}, On écrit χu(X) = Πr

i=1(X−λi)
mu(λi)Q(X), avec Q un polynôme

sans racines.

1. Pour K = C, que vaut Q(X) ?
Si u est diagonalisable, que vaut Q(X) ?

2. On pose Fi = Ker((u− λiIdE)
mu(λi)).

Montrer que l’endomorphisme induit uFi
est de la forme :

uFi = λiIdFi + ni, avec ni nilpotent.

3. On note r(ni) l’indice de nilpotence de ni. Quel autre nombre entier est
égal à r(ni) ?

4. On suppose que Q(X) = 1. Montrer alors que u = d+m, avec d endomor-
phisme diagonalisable et m endomorphisme nilpotent, dm = md, et d,m
des polynômes en u. (On pourra commencer par trouver des polynômes
en u qui conviennent.)

1. Si K = C, on a alors Q(X) = 1. Le seul polynôme unitaire et non-nul de C[X] qui n’a
pas de racines est 1.
Si u est diagonalisable, alors χu est scindé, donc Q(X) = 1.

2. Par définition, on a ni = uFi
− λiIdFi

.

Comme Fi = Ker((u− λiIdE)mu(λi)), on remarque que le polynôme (X)mu(λi) est
un polynôme annulateur de ni, donc ni est un endomorphisme nilpotent.
Et on a alors uFi

= λiIdFi
+ ni.

3. L’indice de nilpotence de ni est l’indice de nilpotence de uFi
− λiIdFi

.

Comme Fi = Ker((u−λiIdE)mu(λi)), on sait d’après le cours que l’indice de nilpotence
de ni est égal à l’indice de u−λiIdE , et cet indice est égal à la multiplicité de la racine
λi dans µu(X).

4. Si Q(X) = 1, alors on a E = ⊕r
i=1Fi d’après le théorème de Cayley-Hamilton et d’après

le lemme des noyaux.

Soit pi ∈ L(E) la projection sur Fi parallèlement à ⊕j ̸=iFj .
D’après le lemme des noyaux, pi est un polynôme en u.
On pose d = λ1p1 + . . .+ λrpr.
On pose alors m = u− d. Comme les pi sont des polynômes en u, l’endomorphisme d
est un polynôme en u, et l’endomorphisme m aussi.
On a donc que dm = md car deux polynômes en u commutent.
De plus, les sous-espaces Fi sont des sous-espaces stables par u, donc par d et par m
(car ce sont des polynômes en u).
Sur le sous-espace Fi, on a

dFi
=

r∑
j=1

λj(pj)Fi
= λi(pi)Fi

= λiIdFi
.

De même, on obtient que

mFi
= uFi

− dFi
= uFi

− λiIdFi
= ni.

Donc, sur chaque sous-espace Fi on a dFi
diagonal et mFi

nilpotent.

Le polynôme minimal de dFi
est X − λi, et le polynôme minimal de mFi

est Xr(ni).
Donc, sur E = ⊕iFi, l’endomorphisme d est annulé par (X − λ1) . . . (X − λr).
Cet endomorphisme est donc diagonalisable. L’endomorphisme m est annulé par
Xmax(r(n1),...,r(nr)), donc il est nilpotent.
On a bien trouvé que u = d+m avec d et m qui conviennent.

Exercice 24. (*) Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n.

1. On suppose qu’il existe un polynome P ∈ R[X] de degré au moins égal à
1 et vérifiant P (0) = 1 et AB = P (A).
Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

2. Si A est nilpotente et qu’il existe P ∈ R[X] tel que P (0) = 1 et B =
AP (A).
Montrer qu’il existe Q ∈ R[X] tel que Q(0) ̸= 0 et A = BQ(B). (On
pourra exprimer B,B2, . . . en fonction de A,A2, . . .)

1. On peut donc écrire

AB = P (A) = αnA
n + · · ·+ α1A+ In

A
(
B −

(
αnA

n−1 + · · ·+ α1In
))

= In

d’où , A est inversible et A−1 = B −
(
αnAn−1 + · · ·+ α1In

)
.

Puisque A commute avec A−1 et ses puissances, on en déduit que A commute avec

B = A−1 + αnA
n−1 + · · ·+ α1I



2. Comme A est nilpotente, on a µA(X) = Xp, et donc Ap = On. En écrivant P (X) =
a0 + . . .+ amXm, avec m ≥ p (et éventuellement deg(P ) < m), la relation B = AP (A)
donne,

B = A+ a2A
2 + · · ·+ ap−1A

p−1,

car Ap = Ap+1 = . . . = 0. On en déduit qu’il existe des coefficients ai,j ∈ K tels que

B2 = A2 + a3,2A
3 + · · ·+ ap−1,2A

p−1

. . .

Bp−2 = Ap−2 + ap−1,p−2A
p−1

Bp−1 = Ap−1

Comme µA(X) = Xp, la famille (A,A2, . . . , Ap−1) est libre, et est une base de
V ect(A, . . . , Ap−1).
Ainsi, la famille (B,B2, . . . , Bp−1) est une famille échelonnée dans la base
(A,A2, . . . , Ap−1). Cette famille est donc libre. C’est donc aussi une base de
V ect(A, . . . , Ap−1).
Ainsi, il existe des nombres b1, . . . , bp−1 ∈ K tels que

A = b1B + b2B
2 + · · ·+ bp−1B

p−1

ce qui détermine un polynôme Q ∈ R[X] vérifiant A = BQ(B).
Avec l’écriture B = AP (A), on en déduit que Ak = 0 implique Bk = Ak.P (A)k = 0.
Avec l’écriture A = BQ(B) on en déduit que Bk = 0 implique Ak = Bk.Q(B)k = 0.
Donc, l’indice de nilpotence de A est égal à l’indice de nilpotence de B. Cela implique
que b1 = Q(0) ̸= 0 (car sinon A serait un multiple de B2, dont l’indice de nilpotence
est strictement inférieur à celui de B ).

Exercice 25. 1. Soient E un ev de dim n, et u ∈ L(E) un endomorphisme
nilpotent.
Montrer que l’on a dim(Ker(uk)) ≥ k, pour tout 1 ≤ k ≤ n.

2. Soit v ∈ L(E). Soit Spec(v) = {λ1, . . . , λr}.
On suppose que pour un 1 ≤ i ≤ r, on a dim(Ker(v − λiId)) > 1.
Montrer que µv est un diviseur strict de χv.

3. Donner un exemple à 2) dans M3(R).

1. Soit r l’indice de nilpotence de u.
On sait ainsi que la suite des dim(Ker(uk)) est une suite d’entiers strictement croissante
pour 0 ≤ k ≤ r, puis constante.
Comme u est nilpotent, on a dim(Ker(u)) ≥ 1.
On en déduit donc que pour 1 ≤ k ≤ r, on a dim(Ker(uk)) ≥ k.
D’après le cours, on a ur = 0, donc dim(Ker(ur)) = n.
Ainsi, pour tout r ≤ k ≤ n, on a dim(Ker(uk)) ≥ k.

2. On suppose par l’absurde que µv = χv .
Soit ai la multiplicité de la racine λi dans µv(X).
On doit alors avoir ai = mv(λi).
On pose F = Ker((v− λiIdE)ai ). On sait d’après le cours que Ker((v− λiIdE)ai ) est
de dimension mv(λi).
D’après le cours, sur F , l’endomorphisme vF − λiIdF est nilpotent d’indice ai.
Comme ai = mv(λi), on voit donc que dim(Ker(vF − λiIdF )ai )) = ai.
Avec l’indice de nilpotence, cela implique aussi que la suite des dim(Ker((vF−λiIdF )k))
est strictement croissante pour 1 ≤ k ≤ ai.
Or, on a par hypothèse que dim(Ker(vF − λiIdF )) = dim(Ker(v − λiIdE)) > 1.
Ces dimensions donnent donc ai entiers distincts, et ces entiers sont compris entre 2 et
ai.
Cela est impossible.
Donc, on a µv ̸= χv .

3. Pour A =

λ 0 0
0 λ 0
0 0 1

, on a χA(X) = (X − λ)2(X − 1) et µA(X) = (X − λ)(X − 1).

Exercice 26. 1. Soit B ∈ Mn(K). A quel autre entier est égal dim(K[B]) ?

2. Pour λ ∈ Spec(B), on écrit µB(X) = (X − λ)kQ(X), avec Q(λ) ̸= 0.
A quel autre entier est égal dim(Ker((B − λIn)

k)) ?

3. Peut-on avoir dim(Ker((B − λIn)
k)) > dim(K[B]) ?

4. Soit P ∈ C[X] de degré ≥ 1. Soit n ≥ deg(P ). Existe-t-il A ∈ Mn(C) telle
que µA = P ?
A-t-on le même résultat pour un corps K quelconque ?

1. On a dim(K[B]) = deg(µB). En effet, K[B] est un sous-ev de Mn(K) dont une base
est de la forme (In, B, . . . , Br−1). La dimension de ce sous-espace est égale au premier
entier r tel que Br est combinaison linéaire des Bi, i < r. Cela correspond avec le
degré du polynôme minimal de B.

2. D’après le cours, k est l’indice de la matrice (B − λIn), et Ker((B − λIn)k) est un
sous-espace caractéristique de B. Sa dimension est égale à mB(λ), la multiplicité de
(X − λ) dans χB .

3. Oui, ces deux entiers ne sont pas fortement reliés. Par exemple pour B = 0 on a
µB(X) = X et dim(Ker(B)) = n > 1 = dim(K[B]).

4. Si P n’est pas unitaire, non.
On écrit P (X) = Xm + am−1Xm−1 . . .+ a0.
Sur C, la réponse est oui, grâce aux propriétés de C.
Le polynôme P ∈ C[X] est scindé, donc il possède au moins une racine λ.
On prend alors A = Diag(CP , λIn−m), où CP est la matrice compagnon du polynôme



P .
D’après le cours, le polynôme minimal de CP est P . Le polynôme minimal de λIn−m

est X − λ.
D’après des exercices d’un TD précédent (et le cours), on a µA = ppcm(P (X), (X−λ)) =
P (X).
Sur un corps K quelconque, l’énoncé est faux en général. Si le polynôme P n’a pas de
racines dans K, non seulement la construction précédente ne marche pas, mais on peut
construire des contre-exemples.
Si on prend n = deg(P ) + 1, supposons par l’absurde avoir A ∈ Mn(K) telle que
µA(X) = P (X).
Si n est un multiple de deg(P ), il est facile de construire une matrice A telle que
µA = P , mais pour certaines valeurs de n cela ne peut pas marcher.
On a χA de degré n = deg(P ) + 1 et µA | χA, donc on a χA(X) = P (X)(X − λ) pour
un certain λ ∈ K.
Cela implique que λ est une valeur propre de A, donc une racine de µA. Mais µA = P
n’a pas de racines, contradiction.

Exercice 27. Soient A,B,M ∈ Mn(C) telles que AM = MB, avec M ̸= O.

1. Montrer que pour tout P ∈ C[X], on a P (A)M = MP (B).

2. Montrer que A et B ont une valeur propre en commun.

1. On a A2M = AMB = MB2 et ainsi de suite. On obtient par récurrence que ApM =
MBp pour tout p ∈ N. Par linéarité, cela donne P (A)M = MP (B).

2. Considérons P = χA. La relation P (A)M = MP (B) entraine MP (B) = On. Or on a
M ̸= On donc la matrice P (B) n’est pas inversible. On a donc det(P (B)) = 0. Comme
on est sur C, on a

χA(X) = P (X) =
n∏

i=1

(X − λi)

avec λi valeurs propres de A. Il existe donc i ∈ {1, . . . , n} tel que

det (λiIn −B) = 0

Ainsi, A et B ont une valeur propre commune.

Exercice 28. Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomor-
phisme de E vérifiant

f4 = f2.

On suppose que 1 et −1 sont valeurs propres de f .
Montrer que f est diagonalisable.

- Si 1 et −1 sont les seules valeurs propres alors f ∈ GL(E) et la relation f4 = f2 donne

f2 = IdE ce qui fournit un polynôme annulateur scindé à racines simples et permet de

conclure.

- Si 1 et −1 ne sont pas les seules valeurs propres, c’est que 0 est aussi valeur propre car les

valeurs propres figurent parmi les racines de tout polynôme annulateur.

f possède alors 3 = dimE valeurs propres distincts, donc f est diagonalisable.

Exercice 29. Soit A ∈ Mn(R) telle que A3 −A2 +A− I = O.
A est-elle diagonalisable ? trigonalisable ?
Montrer que det(A) = 1.

On a (X3 −X2 +X − 1)(X + 1) = X4 − 1. Donc les racines de ce polynôme sont i,−i,−1.
A est annulée un polynôme à racines simples, donc A est diagonalisable sur C.

Pour que A soit diagonalisable ou trigonalisable sur R, il faut qu’elle soit annulée par un

polynôme scindé sur R, et en particulier il faut que son polynôme minimal soit scindé.

Comme µA divise X3 −X2 +X − 1, cela implique que µA(X) = X + 1, ce qui implique que

A = −In.
Ainsi, si A = −In alors A est bien évidemment trigonalisable et diagonalisable. Sinon elle

n’est pas diagonalisable ni trigonalisable dans Mn(R).
Dans Mn(C), on a χA(X) = (X + 1)a(X − i)b(X + i)c. Comme A est diagonalisable dans

Mn(C), on a Tr(A) = a.1 + b.i+ c.(−i). Puisque tr(A) ∈ R, la multiplicité de i est égale à

celle de −i, b = c.

On a ainsi det(A) = 1a.ib.(−i)b = 1.

Exercice 30. Soient E un K-e.v. et u un endomorphisme sur E. On suppose qu’il
existe deux polynômes P,Q ∈ K[X] premiers entre eux tels que (PQ)(u) = 0.
Montrer que l’on a

KerP (u)⊕ ImP (u) = E.

Indice : Bézout.

Les polynômes P et Q étant premiers entre eux, on a donc des polynômes V,W vérifiant

PV +QW = 1.

En évaluant en u, on obtient la relation

IdE = P (u) ◦ V (u) +Q(u) ◦W (u). (∗)



Soit x ∈ KerP (u) ∩ ImP (u). Puique Q(u) ◦ P (u) = (PQ)(u) = 0, on a ImP (u) ⊂ KerQ(u).
On obtient donc x ∈ KerP (u) ∩KerQ(u).
La relation (∗) donne alors

x = V (u) ◦ P (u)(x) +W (u) ◦Q(u)(x) = 0E .

Ces deux sous-espaces sont donc en somme directe. Il reste à montrer qu’ils sont supplémen-
taires (que leur somme donne E tout entier). En reprenant la relation

x = V (u) ◦ P (u)(x) +W (u) ◦Q(u)(x) = 0E ,

On peut remarquer que (V P )(u)(x) = P (u)(V (u)(x)) ∈ ImP (u), et que (WQ)(u)(x) ∈
KerP (u) car

P (u)((WQ)(u)(x)) = (WPQ)(u)(x) = 0E .

On a donc bien obtenu que E = Ker(P (u))⊕ Im(P (u)).

En fait, on a aussi montré que Im(P (u)) = Ker(Q(u)).

Exercice 31. Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables, trigonalisables.
Si oui, donner leur forme diagonale/triangulaire/de Dunford / de Jordan.

A =

1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 , B =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 , C =

1 5 −3
0 2 0
0 0 2

 , D =

1 . . . 1
...

...
1 . . . 1



1. On a Tr(A) = 0. On remarque un vecteur propre facile : pour u =

1
0
3

 on a Au = u.

On calcule le polynôme caractéristique χA(X). Avec le vecteur propre u, on commence
par l’opération C1 ← C1 +3C3 afin de factoriser (X+1) dans le calcul du déterminant.
On obtient χA(X) = (X − 1)(X2 +X − 12).
Après factorisation, cela donne χA(X) = (X − 1)(X + 4)(X − 3).
Donc A est diagonalisable, et il existe une matrice P inversible telle que P−1AP =
Diag (1, 3,−4).

2. On a χB(X) = (X − 1)3. La matrice B trigonalisable. Elle est diagonalisable si et

seulement si dim(Ker(B − I3)) = 3. On a B − I3 =

0 1 1
0 0 1
0 0 0

, qui est de rang 2,

donc dim(Ker(B − I3)) = 1.
Cette matrice n’est donc pas diagonalisable.

On a de même (B − I3)2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

, donc dim(Ker((B − I3)2)) = 2.

On en déduit que µB(X) = (X − 1)3.

Le sous-espace caractéristique associé à la valeur propre −1 est donc Ker((B − I3)3),
de dimension 3. Trigonalisation : La matrice B est triangulaire supérieure.
Décomposition de Dunford : Pour D = I3, on a I3 diagonalisable (car diagonale).
Comme (B − I3)3 = 0, la matrice N = B − I3 est nilpotente. De plus, on a N qui
commute avec D = I3.
Donc, la décomposition de Dunford de B est B = I3 + (B − I3).

3. On a χC(X) = (X − 1)(X − 2)2. Cette matrice est trigonalisable.
La matrice C est diagonalisable si et seulement si µC(X) = (X − 1)(X − 2), ou si et
seulement si dim(Ker(C − 2I3)) = 2.

On a C − 2I3 =

−1 5 −3
0 0 0
0 0 0

, qui est de rang 1, donc dim(Ker(C − 2I3)) = 2.

Cette matrice est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P telle que P−1CP = Diag (1, 2, 2).

4. La matrice D est de rang 1. Donc, dim(Ker(D)) = n− 1. Ainsi, on a Xn−1 | χD(X).
Cela donne χD(X) = Xn − Tr(D)Xn−1 = Xn − nXn−1 = Xn−1(X − n).
Le spectre de D est donc {0, n}. On a de plus dim(En(D)) = 1.
On a obtenu que dim(E0(D)) = n− 1.
Ainsi, la matrice D est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P telle que

P−1DP = Diag (n, 0, . . . , 0) .

Exercice 32. Soit A ∈ Mn(K) une matrice triangulaire supérieure, avec
γ1, . . . , γn ∈ K sur sa diagonale.

1. Montrer que A est trigonalisable.

2. Si γ1 = γ2 = . . . = γn, montrer que la décomposition de Dunford de A est
A = γ1In + (A− γ1In).

3. On suppose que les γi ne sont pas tous égaux. On suppose que A est
diagonalisable.
Quelle est la décomposition de Dunford de A ?
Donner un exemple.

4. On suppose que les γi ne sont pas tous égaux.
Donner un exemple de matrice A, non diagonalisable, où la décomposition
de Dunford de A n’est pas A = Diag(γ1, . . . , γn) + (A−Diag(γ1, . . . , γn).

1. Le polynôme caractéristique de A est χA(X) = Πn
i=1(X − γi). Il est scindé, donc A est

trigonalisable.



2. Dans ce cas, on a χA(X) = (X − γ1)n. Le théorème de Cayley-Hamilton nous dit que
(A− γ1In)n = 0.
Donc, pour D = γ1In, N = A− γ1In, on a D diagonalisable, N nilpotente, A = D+N ,
et D et N commutent.
On a obtenu la décomposition de Dunford de A.

3. Comme A est diagonalisable, on a A = A + 0. On a obtenu sa décomposition de
Dunford.

Exemple : A =

(
1 1
0 2

)
, pour K = Q.

4. Il faut deux valeurs propres différentes, et l’une au moins avec une multiplicité d’au

moins 2. On prend alors n ≥ 3. On prend par exemple A =

1 1 0
0 2 1
0 0 1

.

La matrice A est triangulaire supérieure. Elle est trigonalisable, mais elle n’est pas
annulée par (X − 2)(X − 1), donc elle n’est pas trigonalisable. (A− I3 est de rang 2,
donc noyau de dimension 1)
Pour D = Diag(1, 2, 1), la matrice D est bien diagonale et la matrice N = A − D
est bien nilpotente (car matrice triangulaire supérieure avec 0 sur la diagonale), et on
a A = D + N . Mais, les matrices N et D ne commutent pas. Le calcul montre que
ND ̸= DN .
Donc, ces matrices ne sont pas la décomposition de Dunford de A.

Exercice 33. Soit A ∈ Mn(K). On suppose que A est trigonalisable.

1. Montrer que tA est trigonalisable.

2. On suppose A inversible. Montrer que A−1 est trigonalisable.

3. Soit Q ∈ K[X]. Montrer que Q(A) est trigonalisable.
Calculer χQ(A)(X) en fonction des valeurs propres λi de A.
Déterminer Spec(Q(A)).

1. On a χtA(X) = χA(X). A est trigonalisable si et seulement si χA est scindé. Donc, tA
est trigonalisable.

2. On a une matrice inversible P telle que T = P−1AP est triangulaire supérieure.
Comme A est inversible, on a alors P−1A−1P (P−1AP ) = In. Donc T est inversible,
d’inverse P−1A−1P .
Or, l’inverse d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure.
On a donc P−1A−1P triangulaire supérieure, d’où A−1 trigonalisable.

3. On a déjà montré que pour T = P−1AP , et Q ∈ K[X], on a P−1Q(A)P = Q(T ).
Un polynôme en une matrice triangulaire est encore une matrice triangulaire, donc
Q(A) est trigonalisable.
Pour γ1, . . . , γn les coefficients diagonaux de T , on a vu en cours que les coefficients
diagonaux de Q(T ) sont Q(γ1), . . . , Q(γn).

On a donc χA(X) = χT (X) = Πn
i=1(X − γi) et χQ(A)(X) = χQ(T )(X) = Πn

i=1(X −
Q(γi)).
Soient λ1, . . . , λr les valeurs propres de A.
On a alors Πr

j=1(X − λj)
mA(λj) = χA(X) = Πn

i=1(X − γi).

On en déduit donc que χQ(A)(X) = Πr
j=1(X −Q(λj))

mA(λj).

On a donc Spec(Q(A)) = {Q(λ1), . . . Q(λr)} = Q(Spec(A)).

Exercice 34. (*) Résoudre dans C∞(R,C) les EDL :

1. y”(x)− 2y′(x) = −y(x)

2. y”(x)− 3y′(x) + 2y(x) = 4i

3. y”(x) + y(x) = 2x

4. y(n)(x) = y(x)

On pose D : y 7→ y′ l’endomorphisme de dérivation.
Les équations se ramènent à résoudre P (D)(y) = b, pour P un polynôme et b une certaine
fonction.

1. On a P (D)(y) = 0, avec P (X) = X2 − 2X + 1. On cherche à déterminer Ker(P (D)).
Comme P (X) = (X + 1)2 (−1 est une racine double), on a Ker(P (D)) = V ect(x 7→
exp(−x), x 7→ x exp(−x)) d’après le cours.
Donc, y est solution de l’EDL si et seulement s’il existe a, b ∈ C tels que y(x) =
(ax+ b) exp(−x).

2. On a P (D)(y) = b pour P (X) = X2 − 3X + 2 = (X − 1)(X − 2) et b(x) = 4i.
Une solution particulière de l’EDL est y0(x) = 4i.
On détermine Ker(P (D)). D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect(x 7→ exp(2x), x 7→
exp(3x)).
Ainsi, y est solution de l’EDL si et seulement s’il existe a, b ∈ C tels que y(x) =
a exp(2x) + b exp(3x) + 4i.

3. On a P (D)(y) = b, pour b(x) = 2x et P (X) = X2 + 1 = (X − i)(X + i).
Une solution particulière de l’EDL est y0(x) = 2x.
On détermine Ker(P (D)). D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect(x 7→ exp(ix), x 7→
exp(−ix)).
D’après le cours d’équations différentielles (ou d’après les formules d’Euler), on a aussi
Ker(P (D)) = V ect(cos, sin). Ainsi, y est solution de l’EDL si et seulement s’il existe
a, b ∈ C tels que y(x) = a cos(x) + b sin(cx) + 2x.

4. On a P (D)(y) = 0, pour P (X) = Xn − 1 = Πn−1
k=0 (X − exp( 2i.kπ

n
)).

D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect(x 7→ exp( 2i.kπ
n

x), 0 ≤ k ≤ n− 1).
Ainsi, y est solution de l’EDL si et seulement s’il existe a0, . . . , an−1 ∈ C tels que
y(x) =

∑n−1
k=0 ak exp( 2i.kπ

n
x).

Exercice 35. Soit la matrice

A =

(
0 1
−1 2

)
.



1. Montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable dans Mn(K). Est-elle
trigonalisable ?
Si oui, donner sa forme triangulaire supérieure et sa décomposition de
Dunford.

2. Calculer An, pour tout n ≥ 0.

1. On obtient χA(X) = X2 − 2X + 1 = (X − 1)2.
Comme on a A ̸= I2, la matrice A n’est pas diagonalisable. Par contre, elle est
trigonalisable.

Donc, il existe une matrice inversible P telle que P−1AP =

(
1 a
0 1

)
, avec a ̸= 0.

Pour la décomposition de Dunford A = D +N , la patrie diagonalisable a ainsi comme
valeur propre 1.
Une matrice diagonalisable avec une seule valeur propre est diagonale, donc D = I2.
On a donc N = A−D = A− I2, d’où A = I2 + (A− I2).

2. On a N2 = 0, la matrice N est nilpotente d’ordre 2.
On a A0 = In.
Soit n ≥ 1. Comme N et D commutent, la formule du binôme donne :
An = (D+N)n =

∑n
k=0 N

k
(n
k

)
Dn−k = I2Dn

(n
0

)
+NDn−1

(n
1

)
. An = Dn+nNDn−1 =

In + nN = I2 + n(A− I2). An =

(
1− n n
−n 1 + n

)
.

Exercice 36. Trouver dans C les suites récurrentes linéaires solutions des
équations suivantes :

1. un+2 = un+1 + un

2. un+2 − 3un+1 + 2un = 1

3. un+2 + un = 2n
Résoudre aussi cette équation dans R

4. un+m = un

On pose D : u = (un)n≥0 7→ (un+1)n l’endomorphisme de décalage à gauche.
Les équations se ramènent à résoudre P (D)(u) = b, pour P un polynôme et b une certaine
suite.

1. On a P (D)(u) = 0 pour P (X) = X2 −X − 1. (cela donne la suite de Fibonacci, entre
autres)

Les racines de ce polynôme sont 1−
√
5

2
et 1+

√
5

2
.

D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect((( 1−
√
5

2
)n)n, (

1+
√
5

2
)n)n). Ainsi, les suites

solutions de l’équation sont de la forme :

un = a( 1−
√

5
2

)n + b( 1+
√
5

2
)n, avec a, b ∈ C.

2. On a P (D)(u) = b pour P (X) = X2 − 3X + 2 = (X − 2)(X − 1), et bn = 1.
Pour vn = n on a P (D)(v)n = (n+ 2)− 3(n+ 1) + 2n = −1.
Donc, la suite −v est une solution particulière de l’équation.
D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect((1)n, (2n)n).
Ainsi, les suites solutions de l’équation sont de la forme :
un = a+ b2n − n, avec a, b ∈ C.

3. On a P (D)(u) = b avec P (X) = X2 + 1 = (X − i)(X + i) et bn = 2n.
Pour vn = n, on a P (D)(v)n = (n+ 1) + n = 2n+ 1.
Pour wn = 1, on a P (D)(w)n = 1 + 1 = 2.
Donc, (n− 1

2
)n est une solution particulière de l’équation.

D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect((in)n, ((−i)n)n).
Ainsi, les suites solutions de l’équation sont de la forme :
un = ain + b(−i)n + n− 1

2
, avec a, b ∈ C.

Une autre base de Ker(P (D)) est ((in + (−i)n)n, ( (i
n)−(−i)n

i
)n).

Ces deux suites sont à valeurs réelles.
On peut remarquer que les coefficients de la suite récurrence linéaire sont tous réels.
Ainsi, une solution réelle (un)n est simplement une solution complexe dont les coeffi-
cients sont réels.
De plus, pour toute solution complexe (un)n, la suite (Re(un))n est encore une solution
de l’équation, et cette solution est à coefficients réels.
Donc, les suites de Ker(P (D)) qui sont réelles sont exactement les combinaisons li-

néaires à coeffs réels de (in + (−i)n)n et (
(in)−(−i)n

i
)n.

On en déduit donc que les suites réelles solution de l’équation sont de la forme :

un = a(in + (−i)n) + b(
(in)−(−i)n

i
) + n− 1

2
, avec a, b ∈ R.

4. On a P (D)(u) = 0 avec P (X) = Xm − 1 = Πn−1
k=0 (X − exp( 2i.kπ

m
)).

D’après le cours, on a Ker(P (D)) = V ect((exp( 2i.n.kπ
n

x))n, 0 ≤ k ≤ n− 1).
Ainsi, les suites solutions de l’équation sont de la forme :
un =

∑n−1
k=0 ak exp( 2i.n.kπ

m
), pour a0, . . . , am−1 ∈ C.

Exercice 37. Déterminer l’ensemble des nombres réels a tels que A =2 1 −2
1 a −1
1 1 −1

 n’est pas diagonalisable.

1. χA = X(X − 1)(X − a).

— Si a ̸= 0, 1 alors A est diagonalisable.

— Si a = 0 alors rgA = 2 donc dim(Ker (A)) = 1 < m0(A) et la matrice A n’est pas
diagonalisable.

— Si a = 1 alors rg(A− I) = 2 et par le même argument qu’au-dessus, A n’est pas
diagonalisable.

On conclut : Ω = {0, 1}.



Exercice 38. Soit A ∈ Mn(C). On suppose qu’il existe p ∈ N∗ tel que Ap = 0.

1. Montrer que An = 0.

2. Calculer det (A+ In).

3. Soit M ∈ Mn(C) tel que AM = MA.
Calculer det(A+M). (On pourra commencer par le cas où M ∈ GLn(C))

4. Le résultat est-il encore vrai si M ne commute pas avec A ?

1. On a µA | Xp, donc A est une matrice nilpotente. Le cours nous dit que χA = Xn, et
le théorème de Cayley Hamilton nous donne An = χA(A) = 0.

2. On a simplement det(A+ I) = χA(1) = 1

3. Si M est inversible on a det(A+M) = det
(
AM−1 + I

)
detM .

Or A etM−1 commutent donc
(
AM−1

)p
= 0. La question 2) donne alors : det(A+M) =

detM .
Si M n’est pas inversible, introduisons les matrices Mp = M + 1

p
In.

Comme M ne possède qu’un nombre fini de valeurs propres, il existe un entier p0 tel
que les matrices Mp sont inversibles pour tout p ≥ p0. Les matrices Mp commutent
encore avec A. On a donc :

det (A+Mp) = detMp

Or detMp −→
p→+∞

detM et det (A+Mp) −→
p→+∞

det(A+M) (car det est une fonction

polynômiale en les coefficients des matrices, donc continue).
En passant à la limite, on obtient donc :

det(A+M) = detM.

4. Si A et M ne commutent pas, c’est faux. Voici un contre-exemple : A =

(
0 1
0 0

)
et

M =

(
1 2
3 4

)
.

Exercice 39. Soient λ1, λ2 ∈ K non-nuls et distincts.
On pose M = Diag(J1(0), J2(0), J3(λ1), J2(λ2), J2(λ2)), une matrice diagonale
par blocs.
On rappelle que les Jr(λ) = λIr + Nr sont des blocs de Jordan. On pose
(e1, . . . , e10) la base canonique de K10.
• Déterminer χM .
• Déterminer µM .
• Pour chaque λ ∈ Spec(M), déterminer Ker(M − λI10).

• On prend maintenant K = C. Soit P ∈ K[X].
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X − λ)2 et celui de la
div. eucl. par (X − λ)3. (On pourra utiliser la formule de Taylor)
• Calculer P (M) en fonction des matrices nilpotentes N2, N3 (matrices de
taille 2 et de taille 3 ).

1. On a χM (X) = X.X2.(X − λ1)3(X − λ2)2(X − λ2)2 = X3(X − λ1)3(X − λ2)4.

2. D’après les résultats de cours sur les blocs de Jordan, on a µM = X2(X−λ1)3(X−λ2)2.

3. D’après les résultats sur les blocs de Jordan, on a Spec(M) = {0, λ1, λ2}.
Chaque bloc de Jordan a un sous-espace propre de dimension 1.
Pour Jr(λ), on a Ker(Jr(λ)− Ir) = V ect(e1).
On obtient ainsi que Ker(M) = V ect(e1, e2), Ker(M − λ1I10) = V ect(e4), Ker(M −
λ2I10) = V ect(e7, e9).

4. On a P (X) = Q(X)(X − λ)2 + P (λ) + P ′(λ)(X − λ)

et P (X) = Q2(X)(X − λ)3 + P (λ) + P ′(λ)(X − λ) +
P ′′(λ)

2
(X − λ)2.

5. On a P (M) = Diag(P (J1(0)), P (J2(0)), P (J3(λ1)), P (J2(λ2)), P (J2(λ2))).
Comme on connâıt le polynôme minimal de Jr(λ), on en déduit que
P (J1(0)) = P (0), P (J2(0)) = P (N2) = P (0) + P ′(0)N2,
P (J2(λ2)) = P (λ2)I2 + P ′(λ2)(J2(λ2)− λ2I2) = P (λ2) + P ′(λ2)N2

P (J3(λ1)) = P (λ1)I3 + P ′(λ1)(J3(λ1) − λ1I3) +
P ′′(λ1)

2
(J3(λ1) − I3)3 = P (λ1) +

P ′(λ1)N3 +
P ′′(λ1)

2
N2

3 .
Donc, on a

P (M) = Diag(P (0), P (0) + P ′(0)N2, P (λ1) + P ′(λ1)N3 +
P ′′(λ1)

2
N2

3 , P (λ2) +
P ′(λ2)N2, P (λ2) + P ′(λ2)N2).

Exercice 40. On se place sur R[X].

1. Montrer que ⟨P | Q⟩ = P (0)Q(0) +
∫ 1

0
P ′(t)Q′(t)dt est un produit scalaire

sur R[X].

2. Calculer ⟨Xp | Xq⟩ pour tous p, q ≥ 0.

3. Soient F le sous-ev des polynômes constants et G l’ensemble des polynômes
P admettant 0 pour racine.
Montrer que les sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux.

4. Obtenir à partir de la famille (1,X,X2,X3) une base orthonormée de
R3[X].



1. Cette fonction est une forme bilinéaire symétrique.
On a ⟨P, P ⟩ = P (0)2 +

∫ 1
0 P ′(t)2dt ≥ 0.

On a ⟨P, P ⟩ = 0 si et seulement si P (0) = 0 et P ′(t) = 0 pour tout t ∈ [0, 1]. Comme
P ′ est un polynôme, cela est équivalent à P (0) = 0 et P ′(X) = 0. Cela est équivalent à
P (X) = 0.
Cette fonction est donc bien un produit scalaire.

2. Soient p, q ∈ N.
Si p = q = 0 On a ⟨1, 1⟩ = 1 + 0 = 1.

Si p = 0 et q ≥ 1, on a ⟨1, Xq = 0 +
∫ 1
0 0.qtq−1dt = 0.

Si q = 0 et p ≥ 1, on a ⟨Xp, 1⟩ = ⟨1, Xp⟩ = 0.

Si p ≥ 1 et q ≥ 1, on a ⟨Xp, Xq⟩ = 0 +
∫ 1
0 pqxp+q−2dt = pq

p+q−1
.

3. On a F = V ect(1) et G = V ect(Xk, k ≥ 1).
Avec le produit scalaire ⟨., .⟩, on a montré que 1 est orthogonal à Xk, ∀k ≥ 1.
Donc, 1 est orthogonal à V ect(Xk, k ≥ 1) = G.
Donc, V ect(1) = F est orthogonal à G.

4. On a 1 de norme 1.
On a X orthogonal à 1, et de norme 1.
On a X2 orthogonal à 1 mais pas à X. On considère alors le polynôme P2(X) =
X2 − ⟨X2, X⟩X = X2 −X. Le polynôme P2 est alors orthogonal à 1 et à X.
On a ⟨P2, P2⟩ = ⟨X2, X2⟩ − 2⟨X,X2⟩+ ⟨X,X⟩ = 4

3
− 2 + 1 = 1

3
.

On a X3 orthogonal à 1, mais pas à X ni à X2. On considère alors le polynôme
P3(X) = X3 − ⟨X3, X2⟩X2 − ⟨X3, X⟩X = X3 − 3

2
X2 −X. Le polynôme P3 est alors

orthogonal à 1,X,X2, donc à 1, X, P2.
On a ⟨P3, P3⟩ =

∫ 1
0 (3t2−3t−1)2dt =

∫ 1
0 (9t4−18t3+3t2+6t+1)dt = 9

5
− 9

2
+1+3+1

⟨P3, P3⟩ = 18
10
− 45

10
+ 50

10
= 23

10
= 2.3.

Ainsi, la famille (1,X, P2, P3) est une famille orthogonale de R3[X]. C’est aussi une
base de R3[X].
La famille (1, X,

√
3P2,

1√
2.3

P3) est donc une base orthonormée de R3[X].

Exercice 41. • Montrer que les matrices suivantes sont trigonalisables dans R :

A =

 2 −1 −1
2 1 −2
3 −1 −2

 et B =

 1 0 0
0 0 −1
0 1 2

 .

• Calculer leur polynôme minimal, et déterminer leur forme de Jordan.
• Déterminer la décomposition de Dunford de B, B = D +N . Combien vaut
l’indice de nilpotence de N ?
• Calculer Bm, pour tout m ≥ 0.

— Un calcul de déterminant donne χA(X) = (X + 1)(X − 1)2.
La matrice A est donc trigonalisable.
On a donc µA(X) = (X + 1)(X − 1) ou µA = χA.
Le calcul donne E1 = Vect(t( 1 0 1 )), de dimension 1. Comme le sous-espace
propre associé à 1 n’est pas de dimension 2, la matrice A n’est pas diagonalisable.
Son polynôme minimal est donc µA(X) = (X + 1)(X − 1)2 (Note : On pouvait aussi
calculer (A+ I3)(A− I3)). La forme de Jordan de A est donc la matrice :

T =

 −1 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

Il existe P ∈M3(¶) inversible, telle que P−1AP = T .

— Un calcul de déterminant donne χB(X) = (X − 1)3, donc B est trigonalisable.
On a donc µB(X) = (X − 1)k avec k ∈ {1, 2, 3}. On a B ̸= I3, donc µB(X) ̸= X − 1,
donc B n’est pas diagonalisable.
Le calcul montre que (B − I3)2 = 0. On a donc µB(X) = (X − 1)2.
Avec la valeur de µB , on en déduit que la forme de Jordan de B est :

T =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

Il existe P ∈M3(¶) inversible, telle que P−1BP = T .

— Comme B est trigonalisable, avec Spec(B) = {1}, la décomposition de Dunford de B
s’écrit : B = D +N avec D diagonalisable, N nilpotent, et DN = ND.
D’après le cours on a χD = χB , donc Spec(D) = {1}. On a donc D = I3.
Cela implique que N = B −D = B − I3, et B = I3 + (B − I3).

— Comme µB(X) = (X − 1)2, on en déduit que N = (B − I3) est une matrice nilpotente
d’indice 2.
On utilise alors la formule du binôme pour calculer Bm, quand m ≥ 1 :

Bm = (I3 + (B − I3))
m =

m∑
k=0

(m
k

)
(B − I3)

kIm−k
3

Bm =

1∑
k=0

(m
k

)
(B − I3)

k.1 = 1.I3 +m(B − I3) = mB + (1−m)I3.

Autre méthode : On peut effectuer la division euclidienne de P par (X − 1)2, pour
obtenir P (X) = (X−1)2.Q(X)+P ′(1)(X−1)+P (1) (découle de la formule de Taylor).
En prenant P (X) = Xm on obtient alors le résultat.

Exercice 42. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ L(E).
On définit l’application linéaire F : L(E) → L(E) par F (u) = f ◦ u.
1. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, F est diagonalisable.

(On pourra regarder P (F ) pour P ∈ K[X])



2. Montrer que f et F ont le même polynôme minimal.
En déduire que f et F ont les mêmes valeurs propres.

3. On suppose f diagonalisable. Soit λ une valeur propre de f.
Etablir que dimEλ(F ) ≥ dimE × dimEλ(f),
puis que dimEλ(F ) = dimE × dimEλ(f).

1. Soit P ∈ K[X] un polynôme. On a P (F )(u) = P (f) ◦ u, donc P (f) = 0⇐⇒ P (F ) = 0.
Donc, f est diagonalisable ssi f est annulé par un polynôme scindé à racines simples,
ssi F est annulé par un polynôme scindé à racines simples, ssi F est diagonalisable.

2. Comme P (f) = 0 ssi P (F ) = 0, on en déduit d’après le cours que f et F ont le même
polynôme minimal.
Comme les valeurs propres sont les racines du polynôme minimal, f et F ont donc les
mêmes valeurs propres.

3. Pour u :∈ L(E) tel que u(E) ⊂ Eλ(f), on a F (u) = λu, donc u ∈ Eλ(F ). donc

dimEλ(F ) ≥ dimE × dimEλ(f).

Mais par diagonalisabilité, on a

dimL(E) =
∑

λ∈Sp(F )

dimEλ(F ) ≥ dimE ×
∑

λ∈Sp(f)

dimEλ(f) = dimE2 = dimL(E).

On a donc l’égalité entre les dimensions :

dimEλ(F ) = dimE × dimEλ(f),

pour tout λ ∈ Sp(f).


